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Модели Калуцы-Клейна
с тороидальной компактификацией

дополнительных пространственных измерений
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Гравитационное взаимодействие

Электромагнетизм и др.
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I. Нерелятивистский предел

потенциал,
ускорение,
энергия,
сила

точка

сфера

шар

эффективная гравитационная постоянная

проблема иерархии

экспериментальные ограничения на периоды торов

(размеры дополнительных измерений)
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4 10PlM GeV∼
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II. Приближение слабого гравитационного поля

частотный сдвиг

смещение перигелия

отклонение света

Солитоны

пылеподобные и непылеподобные

материальные источники

уравнения состояния во внешнем и внутреннем пространствах

латентные солитоны, черные струны / браны

PPN формализм
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экспериментальные ограничения на солитонные параметры



Многомерный нерелятивистский гравитационный

потенциал покоящейся точечной частицы:

Соотношение между 4-мерным и многомерным
фундаментальными планковскими масштабами:

5

1

1/22

3 1 3
13

1
1

1

( , , , ) exp 2

22
cos cos

d

d
N i

D d
k k i i

d
d

d

G m k
r r

r a

kk

a a

ϕ ξ ξ π

ππ ξ ξ

+∞ +∞

=−∞ =−∞ =

     = − −       

  
×   

   

∑ ∑ ∑
�
… ⋯

⋯

( )







−

















−=
ξππ

π

ξϕ

a
r

a

r
a

r

mG
r N

2
cos

2
cosh

2
sinh

,

3

3

3
34
�

3

1

D D
Nd

i
i

GS
G

S
a

=

=
∏

( )

( )
( )

1 2
4

1 2

NPl

d

DPl D

M G

M G

−

− +

 =



=

( ) ( )
2 2

4
13

d
dD

iPl Pl D
i

S
M M a

S
+

=

= ∏



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-12

-10

-8

-6

-4

-2

X

1− 2

1

Xπ
−

530 ≤≤ X

( ) ( )
( ) 12cosh

2sinh1
0,

−
−=

X

X

X
XZ

π
π

6

( )
amG

r
Z

a
Y

a

r
X

N

ξϕξ ,
,, 343

�

===

( ) ( )
( ) ( )YX

X

X
YXZ

ππ
π

2cos2cosh

2sinh1
,

−
−=



7

потенциалы гравитационного поля

радиальные ускорения пробных тел

собственная гравитационная энергия

численная оценка относительных отклонений

от стандартных ньютоновских выражений

Бесконечно тонкая и произвольная сферические оболочки

1. Поля стандартной модели не локализованы на бране.
Из экспериментов по проверке закона Кулона: 

2. Поля стандартной модели локализованы на бране.
Из экспериментов по проверке закона Ньютона: 
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Примеры логарифмических расходимостей:
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Потенциальная энергия гравитационного взаимодействия

двух шаров в юкавовском приближении
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Потенциал гравитационного поля покоящейся точечной

частицы в юкавовском приближении



( ) ( ) ( )( )
2

3

3
3

3
22

2
3

3

'
'

2
exp

2

'222

9
1

'

r

mmrG
RRr

aa

r

R

a

R

a
s

r

mmG
rF

effNN ≈



















 −−−














+≈ ππ
ππ

10

( )





















−






⋅














−






×














−














+≈

'
2

sinh'
2

cosh'
22

sinh
2

cosh
2

2
exp

2

'22
181

'
3

3
33

2
3

3

R
a

R
a

R
a

R
a

R
a

R
a

r
aa

r

R

a

R

a
s

r

mmG
rF N

ππππππ

ππ
ππ

Абсолютная величина силы гравитационного взаимодействия

двух шаров в юкавовском приближении
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эффективная гравитационная постоянная
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Размазанные дополнительные измерения
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Решение проблемы иерархии
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Приближение слабого гравитационного поля

для системы движущихся точечных частиц
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Три релятивистских теста:

частотный сдвиг, смещение перигелия, отклонение света
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General Relativity:

Солитоны – точные статические сферически симметричные
вакуумные решения многомерного уравнения Эйнштейна.
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Соотношения между солитонными параметрами:
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Уравнения состояния материальных источников

во внешнем и внутреннем пространствах

в терминах компонент тензора энергии-импульса
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Основные выводы в отношении многомерных моделей

Калуцы-Клейна с тороидальной компактификацией
дополнительных пространственных измерений

1. В нерелятивистском пределе при достаточно малых
периодах торов восстанавливается ньютоновский

гравитационный потенциал и возможно решение

проблемы иерархии.

2. В приближении слабого гравитационного поля
пылеподобный источник противоречит данным

наблюдений (смещение перигелия, отклонение света).

3. Латентные солитоны (непылеподобные источники) 
удовлетворяют экспериментам с той же точностью, что и
общая теория относительности, но имеют неясную
физическую интерпретацию.
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